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It would seem interesting to prove this theorem by using corresponding /-
adic L-functions (partly done by Ferrero [2, p. 21, Proposition]).
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Let V' be a regular ternary quadratic space over the algebraic number field F, L a
lattice on ¥ over the maximal order o of F, A number a, which is represented by all
completions L, is not necessarily represented by L itself, but only by a lattice in
the genus of L. We determine in which cases such a number is not represented by

all spinor genera in the genus. Theorem 1 repeats the known

I8, 3] necessary
conditions for this,

which show that this behaviour is exceptional. They are
sharpened in Theorem 2 to a necessary and sufficient condition in terms of certain
groups O(L,, a) (Definition 1). These groups are computed in Theorems 3 and 4 for
nondyadic and 2-adic p. Some applications are given in the last section: We give
new proofs (and in one case a correction) of results from [5] on the numbers
represented by some genera of positive definite ternaries.

EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Frage, inwieweit das
Darstelllungsverhalten eines Z-Gitters Z auf einem reguldren quadratischen
Raum V" der Dimension 3 tiber Q durch das Darstellungsverhalten seiner p-
adischen Komplettierungen (p Primzahl oder p = w) bestimmt wird., Fiir
dim ¥ >4 gibt es hieriiber die Resultate von Tartakovskij [15] (sieche auch
{4, 10]) fiir definites, von Kneser [8] fiir indefinites V. Fir dim ¥ = 3 folgt
zunéchst aus den Ergebnissen von (8], daB die Zahlen, die zwar von allen
L, nicht aber von allen Spinorgeschlechtern im Geschlecht von L dargestellt
werden, in endlich vielen Quadratklassen liegen, die sich effektiv bestimmen
lassen (Zahlen mit dieser Eigenschaft nennen wir im folgenden
des  Geschleschts). Ist F  indefinit, so fallen
Spinorgeschlecht und Klasse zusammen, im definiten Fall hat Peters unter

Annahme einer Verallgemeinerung der Riemannschen Vermutung gezeigt,
daf} mit

O L)y={aeZ la€ Q(L,) fir alle p, p"}a fiir p mit ind V,=0}
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530 RAINER SCHULZE—PILLOT
gilt: 0,(L) — Q(L) enthilt auBBer den Spinorausnahmen des Geschlechts nur
endlich viele Elemente. In beiden Fillen ist es von Interesse, zu untersuchen,
welche der Zahlen aus den durch [8, Satz 2| gegebenen Quadratklassen
tatsichlich Spinorausnahmen sind. Dies geschieht in der vorliegenden Arbeit.
Da es keinen zusdtzlichen Beweisaufwand bedeutet, ersetzen wir dabei
allgemeiner @ durch einen algebraischen Zahlkorper F und Z durch die
Hauptordnung von F.

Das grundlegende Resultat ist Satz 2, durch den das Problem auf die
Berechnung der Spinornormen gewisser spezieller Transformationen aus den
O*(V,) zurtickgefiihrt wird. Diese Berechnung erfolgt in Satz 3 und Satz 4,
die zusammen mit Satz 2 die vollstindige Bestimmung der Spinorausnahmen
eines Geschlechts erlauben, sofern F ungerade Absolutdiskriminante hat.
Satz 5 liefert ein Ergebnis iiber Spinorprimitivausnahmen, und zum Schluf3
werden die Ergebnisse benutzt, um in einigen Beispielen Resultate von Jones
und Pall [5] neu zu beweisen bzw. in einem Fall zu korrigieren.

Die Arbeit ist eine ‘Zusammenfassung der Diplomarbeit [14] des
Verfassers, die unter Anleitung von Prof. M. Kneser entstand. IThm mochte
ich fiir einige wertvolle Anregungen herzlich danken.

1. BEZEICHNUNGEN

Im folgenden sei stets F ein reguldrer quadratischer Raum der
Dimension 3 tiber dem algebraischen Zahlk6rper F mit Hauptordnung o, L
ein o-Gitter auf V. Mit Q und B werden die quadratische Form und die
Bilinearform auf V' bezeichnet, es gilt Q(x + y)= Q(x) + Q(y) + 2B(x, y).
disc( ) bezeichnet die Diskriminante eines quadratischen Raumes (als
Quadratklasse). Mit £ bzw. S wird die Menge aller bzw. aller
nichtarchimedischen Primstellen bezeichnet. J. ist die Idelgruppe von F.
JysJp, Py sind wie in [12, §101D]. Ist @ = (@ ,),.o €EJ,, 5O bezeichnet
B(®) die Menge der Idele j= (/,),co mit j,€ &(P,) fiir alle p €2 (O die
Spinornorm) und @(J,) die Vereinigung aller @(®) mit @ €J,. Alle
Bezeichnungen, die nicht erkldrt werden, haben die gleiche Bedeutung wie in
[12].

2. REDUKTION AUF LOKALE BERECHNUNGEN

Wir erinnern zunéchst an den bekannten

Satz 1. Sei a€ Q(L,) fir alle p € R, fiir a+0 sei d € ~ adisc(V),
E = F(d"*). Dann wird a entweder von allen Spinorgeschlechtern in gen L
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dgrgestellt oder genau von der Halfte. Der letztere Fall iritt hochstens dann
ein, wenn gilt:

a#0, dé& (F><)2’ @(JL)ENE/F(JE)' ()

Sind diese Bedingungen erfiillt, so zerfillt das Geschlecht von L in zwei
Halbgeschlechter derart, dafi fiir & € JyL und ®(L) genau dann im selben
Halbgeschlecht liegen, wenn O(P) < PpN,, n(J) gilt. Die Halbgeschlechter
bestehen aus vollen Spinorgeschlechtern; zwei Spinorgeschlechter im selben
Halbgeschlecht stellen a gleichzeitig dar.

Beweis. l?iir.total indefinites ¥ ist dieser Satz von Kneser in (8] bewiesen
worden. Er gilt jedoch genauso ohne diese Voraussetzung, siehe [3].

Bemerkung 1. Zu gegebenem L gibt es nur endlich viele quadratische

i Erweiterungen E/F mit O(J,) € Nyp(Jg), also nach Satz 1 nur endlich viele
1 Quadratglassen, in denen eine Spinorausnahme von gen L liegen kann. Denn
da L, fir fast alle p €S unimodular ist, folgt nach Satz 3 aus [7], daB

@(O.+(L;,))=u},(FL,X)2 fir fast alle pE€ S gilt, also fiir ein E, das obiger
Bedingung geniigt, nur endlich viele p € § als Verzweigungsstellen in Frage
ko.mm'en.. Unter Ausnutzung der Tatsache, daB es zu gegebener
Dlskrlmxnante nur endlich viele Erweiterungen von F mit festem Grad {iber F
gibt, .erh'ailt man hieraus leicht die Behauptung.

Wir wollen nun untersuchen, wann eine Zahl a € F, die (1) aus Satz 1

. geniigt, tatsdchlich eine Spinorausnahme von gen I ist. Um den hierfiir
grundlegenden Satz 2 formulieren zu kénnen, bendtigen wir die folgende

Definition:

DEFINITION |, Seip€E S, gc O(L,), x€ L, mit Q(x)=a. Dann ist die

" von

fc€F)|esgibtpe O™ (¥,) mit x € p(L,) und c € O(p)}

er.zeugte Untergruppe von F unabhingig von der Auswahl von x und wird
mit &(L,, a) bezeichnet.

.Zum Beweis der in der Definition enthaltenen Behauptung seien x, x’ € L
mit “Q(x) = 'Q(x’) =a und die zu untersuchende Untergruppe von F><p
vorldufig mit @(L,, x) bzw. O(L,, x') bezeichnet. Sei ¢ & o (V) m‘it
x.E ¢(L,). Nach dem Wittschen Satz gibt es y € 07 (V) mit w(x) =px’, es
gilt  O(w) g O(L,,x'). Da wegen x' = v(x) € w(p(L,)) auch O(yp)<
O(L,, x") gilt, folgt Op) < O(L,, x'). Es gilt also O(L,, x) < O, x") und
genauso folgt die andere Inklusion. v

SATz 2. Seien a, d, E wie in Satz 1, fiir p€ 0 sei NJE) := NquF (E%)
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(P eine Fortsetzung von p auf E). Dann gili: a ist genau dann eine
Spinorausnahme des Geschlechts von L, wenn Bedingung (1) aus Satz 1
erfiillt ist und auflerdem

O, a)=N(E) 2)

fiir alle p € S gilt.

Beweis. Im ganzen Beweis sei (1) stets erfiillt, gen L zerfallt also in der
in Satz 1 beschriebenen Weise in zwei Halbgeschlechter. Aufserdem nehmen
wir 0.E. a € Q(L) an, x sei ein fester Vektor aus L mit Q(x)=a. Sei
zundichst a keine Spinorausnahme, a werde also von beiden
Halbgeschlechtern dargestellt. Dann gibt es ¥ € J, mit O(¥) & PN (Jr)
und a € Q(¥(L)). Ist y € W(L) mit Q(x)=Q(y)=a, so gibt es nach dem
Wittschen Satz ¢ € O(¥) mit ¢(y)=x, und ¢ kann o.E. in O (V) gewihlt
werden. Mit @ = ¢ ¥ gilt dann auch O(@) & PN, (J), es gibt also sicher
ein pES mit O(P)ZN,(E) (an den archimedischen Stellen ist
O(P,) S N(E) wegen (1) automatisch erfiillt), aullerdem giit x € D (L)), es
folgt also @(L,, a) & N,(E). Ist ungekehrt p € S mit O(L,, a) # N(E), so ist
O(L,,a) £ N(E), denn mit U:= (Fx)~ gilt sicher N (E)=0(0*(Uy))c
O(L,,a). Es gibt also ¢ € 0% (V) mit x € o(L,), O(p) € N (E). Damit
definieren wir @ = (P,),c o durch:

@, =1d,, fir a=p,
:(p fﬁr q :p'

Dann ist x € ®(L) und offenbar @(P) L Ny, (J). Wire (b) € Py, ein Haupt-
idel mit (b) O(P) S Ny, x(Jz), so wire b an genau einer Stelle keine Norm
von E nach F, was nach dem Hlbertschen Reziprozititsgesetz unmdglich ist,
also folgt sogar ©(®) & PpNy (J;). Damit liegen aber L und @(L) in
verschiedenen Halbgeschlechtern und stellen beide a dar, nach Satz 1 ist a
also keine Spinorausnahme.

3. BERECHNUNG VON O(L, a)

In diesem Abschnitt bezeichnet p stets eine nichtdyadische oder 2-adische
(d.h., 2 ist Primelement in 0,) Primstelle aus S und gleichzeitig das maximale
Ideal in o,, 7 ein Primelement in o,. Ferner ist immer sL,=0,, a € QL)
a+0, d, E wie in Satz 1, P eine Fortsetzung von p auf E, N (E) wie in
Satz 2, O(0*(L,)) S N,(E). Zusitzlich nehmen wir d & (FY)' an, da sonst
(2) trivialerweise erfiillt ist. Die Bezeichnung A(b, ¢) wird wie in [12, §93 Bj
verwendet.

Um Satz 2 anwenden zu konnen, berechnen wir nun die im vorigen

erfillt ist:
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Abschnitt definierte Gruppe O(L,,a) in Abhingigkeit von a und der Jordan-

Zerlegung von L . i i - .
Sétzei: g y- Wir formulieren das Ergebnis in den beiden folgenden

Sarz 3. Sei p nichtdyadisch.

. (aL) lez Ey/F, 2runve\rzwez’gt, so ist ©(0*(L,)) S N(E) genau dann
’ 71”' p@: (by) L (m*'by) L (n*b,) (bi€u,, 0K r<s) gilt, und in dz'esem’
all ist O(L,, a) + N, (E) genau dann, wenn eine der Jolgenden Bedingungen

erfiillr ist:
() —bb, € (FX) und a € p¥+,
(i) —bb, & (FX) unda € p*+",
. (bz rbISt ‘E\B/]:p verzweigt, so folgt aus 007 (L) S N(E), daps L,x
L@y L(w'hy) (b€, 0<r<s) gilt. Gilt O(0™(L,)) S NLE), so

ist O(L,,a)# N(E) ge : .
oxfili z's‘t: ) oE) genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen

(i) rist gerade, a € p"
(i) r ist ungerade, a € p*.

SATz 4. Sei p 2-adisch.

(a) Ist Ey/F, unverzweigt, so ist OO7(L,))SN(E) genau dann
wenn L, nicht unimodular ist und die Jordan-Komponente;; von L entwede;
alle gerade oder alle ungerade Ordnung haben (siche [1, Def. 3.1]\,pin diesem
Fall ist ©(L,, a) # N(E) genau dann, wenn eine der folgenden B/edingungen

(1) L,=(b,)y L (2%b,) L (2%b,) (b, € u,, 0 < r<s) und es gilt
(@) d(=bb,)=20,,a € p¥ oder,
By v(=b.b,)=40,,a € p* oder,
) b, € (Fy) aep' ¥ (¢t .= min(1,s — 1).

(i) L, ldft sich nicht in eine orthogonale Summe 1-dimensionaler

Gitter zerlegen und es gilt:

(@) L,=A(0,0) L (2¥+1p) (beu, r>0), a€p'* (s:=

: min(1, )) oder,

B) L,=A(2,20) L Q") (b€ u,, r>0),a € p**" oder,

0 L=®)LM (eu

M 2r41_
Ordnung, r > 0), a € p2r+2, ’ p7" -modular - von  gerader

C§41/12/4-7
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(b) Ist Ey/F, verzweigt und ord,(d) gerade, so folgt aus @(0* (L)) <
N(E), daf

L= (b)) L 27b) L 2%;) (b€, 0<r<s)

gilt. Gilt (0" (L,)) S N(E), so ist O(L,, a) # N,(E) genau dann, wenn mit
K:={(2""%,) L (2"h,) L (2°b,),
K' = (2'b,) L {27b,) 1 (2°b3)

eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(i) rist gerade, @(O*(K)) L N(E),a € p 7,
(i) r ist gerade, ®(0O*(K)) S N(E), O(0*(K')) L N/(E),a € p"
(iii) rist gerade, @(0O*(K)) S N(E), B(O*(K')) S N(E),a € p*?

(iv) r ist ungerade, a € p" 3.

(¢) Ist Eg/F, verzweigt und ord,d) ungerade, so folgt aus
O(0*(L,)) S NJE), daf3
L,= (b)) L{27b,) L (2°%b)(b;€Eu,,0<r<s)

gilt. Gilt @(0*(L,)) S N(E), so ist @(L,, a)# N (E) genau dann, wenn mit
K=" )L 27,y L (2°b)

eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

r—4

(1) rist gerade,a€p’ ",
(i) r ist ungerade, ®(0O*(K)) L N(E),a€p"°
(iii) r ist ungerade, ®(0* (K)) SN E),acp’ "

Beweis. Wir wollen aus Platzgrinden nur den Verlauf des Beweises
skizzieren (ein vollstdndiger Beweis mit Durchfilhrung aller Fallun-
terscheidungen ist in [14] angegeben). Man verschafft sich zunéchst mit
Hilfe der Ergebnisse aus [I, 7] (fiir eine Korrektur zu [1, Th. 3.14] siche
[2,1.2]) eine Ubersicht dariiber, welche Einschrankungen fiir die Jordan-
Zerlegung von L, aus der Voraussetzung O(O*(L,) S N (E) folgen.
AnschlieBend werden alle diese Jordan-Zerlegungen einzeln diskutiert. Die
wesentlichen Hilfsmittel hierfiir fassen wir in den drei folgenden Lemmas
zusammen, um anschlieBend die Diskussion in einem typischen Fall, auf den
sich auflerdem einige andere Fille zuriickfiihren lassen, durchzufiihren.

1007 (U)) O(wp) < NE).
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LEMMA 1. Gibt es ein  Unterei
g guter L.,SL, mit ac QL
O0™(L}) & N(E), so ist O(L,,a)# N(E). ’ ’ Q(L}) und

: LEMMA 2. Gibt es ein Gitter L’ ] I
Bedimgungon ensiin > auf V,, das die beiden JSolgenden

v () Zu x, yeL, mi - - s
o) =, v Ml Q(x)=Q(y)=a existiert 0 EO0* (LY mir

(i) O(O* (L)< N(E),
soist O(L,,a)= N(E).

Lemma 3. [t L, < L, ein Untergitter, so daf} fiir x & L, mit Q(x)=aqa

folgt, dafi x € L; gilt, so ist O(L,, a) = oL, a).

Q(f)ev_veis. LemTa 1 un‘d Lemma 3 sind klar. Zu Lemma 2: Sei x € L _mit
Aj» @(X):- a, V/Iv?' 0*(V,) mit XEY(Ly), yEL, mit x=y(y), p€ 0+(L;)" mit
: Y. 1t Up = (va)* 1&5 XS 0+(Up), also (Wegen ND(E) —
: egen O(p)S N(E
OW) S N,(E), also (L, a) = N(F) (P)SN(E) folgt dann auch
Das folgende Lem ilt die Ta -
aus Satz 4. ma enthilt die Fille (ai) mit r =0 aus Satz 3 und (aiia)

Q(I;E)MMzAb42.r (;)S’eel EWF, unverzweigt, Ly=HLlogz, mit H=4(0,0)
=on Uy, r 2 0). ; - SV M)
gl'lt:3 » 72 0)- Dann ist 00" (L D) =UFS) = NyE) und es

(i) Istr=0und F, 2-adisch, so ist O(L,, a)+ N(E).

(i) Ist r>0 oder F, nichtdvadi 1
dann, w3y , yadisch, so gilt O(L,, a)+ N(E) genau

8 (lli’:exwzei_s. Nach [.1, Th 3.14] bzw. [7, Satz 3] ist @(0*(L,))=
B,, 2) __N“(E)'. Sei zunichst a € 2p, 2,2, €H mit Q(z,) = Q(z )p: 0
du(:]}’lzlz)): I, sei H = O,(mz;) Loz, S H. H ist isomorph zu dem ;us [1;
o c_ e ehnung.(scallng) um den Faktor 7 entstehenden Gitter, und mit
;ape.—Q H/J_ 0,74 1st, @(Q*(L;)):F;ﬁ wie man nach [1, 7] nachrechnet. Da
i (H)) < Q(Lp) g{lt, folgt nach Lemma | in diesem Fall O, a)+
} Vpg(E). Ist p r.l.xchtdya.dls_ch und a € u,, so setze man L,=L, Da manp,jeden
i Yektor der Linge @ in L, orthogonal abspalten kann (12, 85:15], erfiille L’
nach [12,. 92:3.] dl.e Voraussetzungen von Lemma 2, es gilt also O(L , a) =
{VD(E). Sei schlieBlich p 2-adisch, a € 2u, und zunéchst r =0, H#” und 2” wg
512?1 erten F82.11. Dann gilt Q(L})=2u,. Denn ist etwa b = 1, so gilt Q(Lp’)z
. p)(u,)% und da u/(1 + p) ungerade Ordnung hat, ist in dieser Gru;pe

Ry
N
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jedes Element ein Quadrat, also u,=(1+ p)(up)z. Nach Lemma 1 folgt
wegen a € Q(L;), dall @(L,, a) # N,(E) gilt. Ist dagegen r > 0, x = x’ + cz,
(x' € H, ¢ € 0,) mit Q(x) = a, so ist wegen a € 2u, auch Q(x') € 2u,, also ist
x' maximal in H, nach [12, 82:17] folgt B(x', H) = B(x,L }=o,. Ist y €L,
ein weiterer Vektor mit Q(y)=a, so folgt daher nach [9, Satz 1], daB es
@ € O(L,) gibt mit p(x) =y (denn fiir y gilt genau wie fiir x B(y,L,)=0,).
Ist z&€ L, mit B(y, z) =1, so ist 0,y + 0,z unimodular und kann daher in L,
orthogonal abgespaltet werden [12,82:17]. 2z’ sei ein Vektor im
orthogonalen Komplement, 7 die Symmetrie beziiglich z'. Indem man
nétigenfalls ¢ durch rp ersetzt, erreicht man also ¢ € O*(L,), und aus
Lemma 2 folgt O(L,, a) = N,(E).

In den tibrigen Fillen der Sétze 3 und 4 gibt man geeignete Untergitter L,
an, die einem die Anwendung eines der Lemmas 1 bis 3 erlauben. Dabei wird
Lemma 3 zur Riickfihrung auf Lemma4 (oder andere zuvor behandelte
Falle) verwendet, wihrend die beiden anderen auf dhnliche Weise wie beim
Beweis von Lemma 4 direkt das jeweilige Ergebnis liefern.

Bemerkung 2. Mit Hilfe von Satz 3 und Satz 4 kann man nach Satz 2
alle Spinorausnahmen des Geschlechts von L berechnen, falls 2 in F/Q
unverzweigt ist, falls also F ungerade Absolutdiskriminante hat, insbesondere
enthalten fiir = Q die vorstehenden Ergebnisse das Theorem 2 aus [6]. Da
nach Bemerkung I nur endlich viele Quadratklassen Spinorausnahmen
enthalten und nur fir endlich viele pe S L, nicht unimodular ist, 148t sich
die Bestimmung der Spinorausnahmen in endlich vielen Schritten
durchfiihren. Ferner zeigen die obigen Ergebnisse, daf fiir a € Q(L) aus
ciner der durch Satz 1 bestimmten Quadratklassen die Antwort auf die
Frage, ob a eine Spinorausnahme von gen L ist, nur von den ord fa) (pes)
abhiéngt. Dabei kann eine Spinorausnahme a von gen L von den p € S mit
—adisc(V,) = (F))* in beliebig hoher Potenz geteilt werden, wihrend sie von
den anderen p € .S nur in beschrinkter Potenz geteilt werden kann.

4, PRIMITIVE DARSTELLUNG

Fir primitive Darstellung (d.h., Darstellung durch einen maximalen
Vektor des Gitters) erhdlt man &hnliche Ergebnisse wie in den vorigen
Abschnitten. Analog zu §2 definiert man Gruppen @*(L, a), indem man die
Forderung “x € L, (bzw. x € ¢(L,))” durch “x maximal in L, (bzw. @(L )"
ersetzt. Satz 2 gilt dann sinngemdB umformuliert. Zur Berechnung von
O*(L,, a) geben wir nur an:

SAtz 5. Sei p nichtdyadisch, L, unimodular, a werde von L, primitiv
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dargestellt, und mit d, E wie in §2 lte (0™ c Dann i
s gette L))S N(E).
@*([p, a) = Np(E). ( ( P)) D( ) *

Beweis.  Sind x, y € L, maximale Vektoren mit O0x)=0(y)=a, so ist
B(x,Lp) =B(»L,)=0,[12,82:17], nach [9, Satz 1] gibt es also g € olL)
mit ¢(x)=y, und ¢ kann o.E. in O™ (L,) angenommen werden. Da aucl?l
Lemma-2 sinngeméf umformuliert giiltig bleibt, folgt die Behauptung,

Es gibt also seehr viel mehr Spinorprimitivausnahmen als Spinoraus-

?ahrpen. Ist L, nicht unimodular, so 4Bt sich O*(L,,a) vermutlich mit
dhnlichen Methoden wie O(L,, a) berechnen,

5. BEISPIELE

Zum AbschluB sollen die bisher erzielten Ergebnisse dazu benutzt werden
das Darstellungsverhalten einiger positiv definiter Formen aus [5, Table 2’
p. 191.] (siehe. Tabelle T) zu untersuchen. Wir schlielen uns der’ dortigen’
NotaFlon an, indem wir mit (a,,, a,,, Q335 Q35 443, A,,) ein Gitter mit der
Matrix (a;) bezeichnen und, falls a,,=a,;=a,,=0 gilt, abkiirzend
(@1~ a,,. ay,) schreiben, . -

TABELLE I
Nr. L K
1 (1,1, 16) (2,2,5,1,1,0)
2 (1,4,16) (4,4,5,0,2,0)
3 (1,3,36) (3,4, 9)
4 (1,16, 16) (4.9,9,1,2,2)
5 (1,12, 36) (4,9, 12)
6 (1,8, 64) (4.8,17,0,2,0)
7 (1,48, 144) (9, 16, 48) = KD

(4,48,49,24,2,0) = k@
(16,25,25,7,8,8) = KV

D.ie Gitter aus der zweiten Spalte der Tabelle (im folgenden stets mit L
;ezelchnet) w§rden von Jones und Pall regulir genannt, d.h., sie stellen alle
: ahlen c?ar, §1e von alulen L, dargestellt werden. Daneben sind in der dritten

palte jeweils Reprisentanten aller anderen Klassen im Geschlecht

- angegeben  (im  folgenden stets mit K bezeichnet). Uber ihr

Darstellungsverhalten machen Jones und Pall die folgenden Aussagen: In
dep Bgispielen L, 2,4 und 6 stellt X kein m? (m € Z) dar, dessen simtliche
Primteiler kongruent zu 1 modulo 4 sind, in den Beispielen 3 und 5 kein m?
dessen sdmtliche Primteiler kongruent zu 1 modulo 3 sind, in Beispiel 7 stellt,
K kein m? oder 4m? dar, fiir das alle Primteiler von m kongruent zu 1
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modulo 3 sind. Abgesehen von diesen Ausnahmen stellt jedes K alle Zahlen
dar, die von allen Komplettierungen dargestellt werden. .

Wir haben hier diejenigen Geschlechter aus [5, Table 2] ausgewahlt, bei
denen eine Klasse unendlich viele Zahlen nicht darstellt, die vom (?re'schlecht
dargestellt werden. Nach dem in der Einleitung erwéhnten (kond1t1one11§n)
Resultat von Peters [13] miissen diese Zahlen (bis auf hdch.stens endllgh
viele) Spinorausnahmen des Geschlechts sein. Wir werden zeigen, da@ sie
tatsdchlich samtlich Spinorausnahmen des Geschlechts sind und @abel die
Aussagen aus |[5] iiber das Dastellungsverhalten mit dein' Ergebnissen der
vorigen Abschnitte neu beweisen bzw. in Beispiel 6 korrxgléren. 'Um unsere
Ergebnisse anwenden zu koénnen, berechnen wir zunéch§t die Spinornormen
der lokalen Einheitengruppen der Gitter. Fiir p# 2,3 ist nach [7,.Satz 3]
OO0 (L,)=2)(@Q))* in allen Fillen, da glle L, unimodular sind. Fir
p=2 und p=3 geben wir dic Ergebnisse in Tabelle II (berechnet pach
[1,7], N,(E) hat dieselbe Bedeutung wie in §2).

TABELLE II

Nr. (0" (L,) 6(0™(Ly))
! Ny(Q((=1)"") Zaz(@sx )z

2 NAQ((=D)") N Z5(@) 25(@5) s
3 Z3(@5) NA(@((=3)"?))
4 NA(Q(=1)"") ZY (@ ,
5 Z3(@3)? N}(@((_73)V )
6 No(Q((=2)"7)) 2G5y
7 Z3() NL(G((=3)"")

Berechnet man mit Hilfe dieser Daten die Anzahl g(L) der
Spinorgeschlechter im Geschlecht von L nach |7, Satz 2] (si‘ehe.auch [1.2,
§102 B]), so erhélt man, daf} in allen Beispielen g(L)=2 gllt”(m [14] ist
dies durchgefiihrt und auBerdem gezeigt, daf3 in allen anderen.Fallen aus |35,
Table 2] g(L) =1 gilt). Die Zahlen aus Q(gen L), die von K rl'lcht dargestellt
werden, sind daher in den Beispielen 1-6 wie behauptet Spinorausnahmen
des Geschlechts (fiir Beispiel 7 siehe Korollar 2).

LEMMA 5. In den Beispielen aus Tabelle I ist a genau dann eine
Spinorausnahme von gen L, wenn gilt: a=m* (m€ L), wo m zusdtzlich
erfullt:

plm= p=1mod 4 in den Fdllen 1,2 und 4
plm= p=1mod 3 in den Fdllen 3 und 5

plm= p=1 mod 8 oder p=3 mod 8 in Fall 6
plm= p=1mod 3 oder p=2und 4fym in Fall 7.
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Beweis. Unter Ausnutzung von Tabelle II ist dies eine leichte
Anwendung der Sitze 2, 3 und 4.

KOROLLAR 1. In den Beispielen 1-6 stellt L alle Zahlen dar, die von
allen L, dargestellt werden, wihrend K diese Zahlen aufler den in Lemma 5
aufgefiihrten Spinorausnahmen darstellt.

Beweis. In allen Fillen stellt Z die Zah! 1 dar, also alle Quadrate und
damit alle Spinorausnahmen, woraus die Behauptung sofort folgt, da in
diesen Beispiclen Spinorgeschlecht und Klasse zusammenfallen.

Bemerkung 3. 1In Beispiel 6 weicht unser Resultat also von dem aus [5]
ab, stimmt dagegen mit dem von Lomadze [11] iiberein. Da K in diesem

Beispiel offensichtlich 25 darstellt, sicht man auch, dal3 die Behauptung aus
[5] falsch ist.

KOROLLAR 2. [In Beispiel 7 stellen K und K9 keine der
Spinorausnahmen dar.

Beweis. Die Behauptung erhilt man, indem man nachweist, daB K¥ und
K™ das eine, L und K® das andere der beiden Spinorgeschlechter in gen L

bilden und beriicksichtigt, daB L alle Quadrate, also alle Spinorausnahmen
darstellt.

Bemerkung 4. Unser Ergebnis ist hier also fiir K und fiir L etwas
schwicher als das aus [5], wihrend wir fiir K eine neue Aussage erhalten.
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A brief and eclementary proof of Petersson and Knopp’s recent theorem on
Dedekind sums is given. The proof is based on a result of Subrahmanyam.

Using Hecke operators, Knopp [1] has proven the following result
concerning the classical Dedekind sum s(h, k).

THEOREM.  For any positive integer n,

YN s(ah + bk, dk) = o(n) s(h, k),
ad:on b(modd)
>

d

where o(n) is the sum of the positive divisors of n.

This result was first mentioned in correspondence from H. Petersson to E,
Grosswald, but with the restrictions k= 0 (modn), h=1 (modn) and ,
(h, k) = 1. The object of this paper is to provide a brief and elementary proof et
of the above Theorem, based on a result by Subrahmanyam [3]. Parson [2]
has also given an elementary proof, but her proof is completely different,

Proof. In [3], Subrahmanyam shows by elementary means that for any
positive integer d,

N s(h+ bk, dk) = N w(c) s(he, k) o(d)e).
cld

b(modd)

Replacing # by ah and summing over all d > 0 such that ad — n, we get

>N s(ah+ bk, dk) = S N u(e) s(ake, k) a(dfe). (1)

ad=n b(modd) ad=n ¢id
a>0 d>0
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